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Op de 3e augustus 1887 hield Lord Kelvin (Sir William Thomson) 
in Edinburgh een lezing, getiteld~ On ship waves 9 waarin voor de eerste 
maal een verklaring werd gegeven van een golfverschijnsel, dat optreedt, 
als een drukverstoring zich over een wateroppervlak voortbeweegt (bvo 
een varend ,schip) c Tevoren waren op di t gebied reeds experiment en ge-
daan door William Froude 9 voortgezet door Edmund Froude, die volgens 
Kelvin van bijzonder veel belang waren voor de scheepsbouwo Kelvin toon-
de aan dat het hele golfpatroon beperkt blijft tussen twee lijnen, ge= 
trokken van de boog van het schip 8 die een hoek van 19°28 1 maken met 
de richting 9 tegengesteld aan de vaarrichtingo Theoretisch is er op een 
oneindige afstand voor het schip en in iedere richting een verstoring, 
maar het bedrag hiervan is buitengewoon klein, tenzij men tussen de twee 
bovengenoemde lijnen komta Op deze lijnen verkreeg hij een oneindige 
waarde (dit als gevolg van het feit dat in het mathematische model gebruik 
wordt gemaakt van een "infinitely intense" drukverstoring, zeals Kelvin 
dit noemde)o Op grond van beschouwingen betreffende groep en fasesnelheid 1 
die blijkbaar niet gepubliceerd zijn 9 verkrijgt hij een golfpatroon, dat 
we in de volgende bladzijden uitgebreid zullen behandeleno Opgemerkt zij 
nog~ dat Kelvin bij zijn onderzoekingen tot integralen kwam van het type: 
I: cos m(x - tf(m)]dm 
voor het effect op plaats en tijd (x,t) van een "infinitely intense" 
verstoring op plaats en tijd (OiO), waar hij op heuristische wijze de 
volgende benaderingsmethode op toepaste: Indien t groot is zullen voor 
vaste T 9 die delen van de integraal, welke aan weerszijden van een klein 
interval om m0 , bepaald door ~{m Cx = tf(m)]} = 0 P liggen door interferen-
tie verdwijneno Ontwikkeling in de omgeving van m = m0 geeft: 
2 
Stelt men verder: m - m0 = 
t 2 [-mof" (mo )-2f 1 (mo)] 2 
het effect van de verstoring: 
I= cos [tm~f 1 (m0 ) + s 2] ds 
-= t 2 [=mof11 (mo )-2f 1 (mo )J 2 
wat na uitwerking van de integratie overgaat ing 
\12 ° cos[tm;r'(m0) + 1r/4] 
t 2 • [-m0r 1 (m0 )-2r 1 (m0 )]~ 
dan vinden we voor 
Deze methode zou later ender de naam "methode van de stationaire fase" 
bekend wordeno In de volgende bladzijden zal allereerst een uiteenzetting 
van het door Ke1¥in beschouwde probleem gegeven wordent gevolgd door een 
histo:risch overzicht van wat er op dit gebied is gepubliceerd 11 wat uit-
sluitend betrekking zal hebben op het stationaire probleem~ waarna we 
zullen eindigen met het bekijken van het niet-stationaire probleem, 
y 
3 
Io Probleemstelling en historisch overZicht 
1o Goltgatroo~ veroorzaakt door een bewegende drukverstorin~ 
Allereerst zullen we een afleiding geven van de vergelijkingen 0 die 
als basis dienen voor het beschrijven van trillingen van een vrij water-
oppervla.k S onder invloed van een uitwendige krachto We spreken in dit 
geval over water als een ideale 0 incompressibele vloeistof~ terwijl we 
aannemen dat de vloeistofstroming rotatie vrij isG We voeren hiertoe een 
orthogonaal coordinatenstelsel in met de x- en y-as in het wateroppervlak 
en een positieve Z=as in het watero Beschouwen we verder een snelheids-
potentiaal cp(x,yBz) dan zal in de vloeistof gelden Ac/>= 0 terwijl de vrije 
oppervlak-conditie bepaald wordt door de wet van Bernouilli en de voorwaarde 
X 
dat een deeltje 8 dat zich op S bevindt 8 
daar blijfto Stellen we S voor door 
z = n(xty 0t) dan ziJn deze voorwaarden 
ID1 + c/>t +~(cl>;+ ,i + ,;> + p/p =Oen 
,£r {y\- :Tl) = Oi uitgeschreven 
cl> x:nx - cl> Y + cl> z nz + ·l\ = O o We kunnen 
deze voorwaarden lineariseren door aan 
te nemen dat zowel cl> & ;rj; als hun afgeleiden 
klein zijn en verkrijgen dan als probleem: Een functie cl> te bepalen zodat: 
M = o z > 0 
waarin we p = g = 
Nemen we verder p 
1 gesteld hebbeno 
= a(r) 0 a(t) dan 
2'Tfr 
6";j;' = 0 metals randvoorwaarden 
n=il-p 
at z = 0 
gee:rt Laplacetransformatie: 
·-
""" s n = 
'z 
-




waaruit: lim f00 (s 2+A)e=AZ • f(A 0 s)J0 (Ar)dA = 
z-+0 O 
o(r) 
s O 21TJ::" 0 Mo be Ve de inverse 
Hankeltra.nsformatie vinden we: 
- 1 ICIO =AZ s ( ) en~= - e -r J 0 Ar AdA zodat we voor de snelheidspotentiaal 2TI Q S +A 
vinden: 
n =-~t(z=O) = p vinden we 
(Io 101) 1 . Joo =AZ . ( ,r::,) ( \I 2 2') 3/2 n = - 2'rr lim e sin t VA Jo A X +y A dAo 
z➔O 0 
Deze formule zal als uitgangspunt dienen voor verdere beschouwingena Toepas= 
sing van de methode van de stationaire' ,f~sej op (Io 1 0 1 ) gee ft: 
Joo lim 
z➔O 0 
1~. '\, - - _,;.,,,., lim 1T 2nr 0 z-+ 




Toepassing van de methode van de stationaire fase op I 1 resp0 12 geeftg ~ 2 ; 
zodat de respo argurr .. enten geschreve1. kunnen worden als; "" + -
- 2r 
Ui twerking gee ft~ 
(Io1.2) 
Met behulp van deze uitdrukking kunnen we nu 1n eerste benadering de opper= 
vlakteverstoring n bepalen togovo een bewegend schip (bewegende drukversto= 
ring)o We voeren een orthogonaal (x,y) coordinatenstelsel in en laten langs 
de positieve x-as een drukverstoring met consta:nte snelheid c bewegen van x ""0 
naar x = cTo Zij bovendien t* = T - t dan vinden we voor de oppervlakteversto= 
ring in een punt P(x 8y)i 
We merken op dater voor een fase geen grote parameter voorkomto Nadere be= 
schouwing leert echter (Stoker cho 8) dat men diti door over te gaan op 
dimensieloze variabelen wel kan bereikeno 
figo 1 o 
6 
De uit de methode van de stationaire fase volgende relatie tussen r en 
* t vinden we ui t z 
«-2 ~ (t ) -- Oo b 0 
- ,..,-,, Er geldt ovendien 
dt# LJ.r 
dr 
-- = # 
C COS 6 zo dat deze beide de relatie 
dt 
leveren~ 
(Io1o3) # r =~ct cos ea 
De relatie (Io1o3) betekent dus, dat voor het bepalen van de oppervlakte= 
verstoring in punt P (binnen de orde van de beschouwde approximatie) alleen 
die punten van de baan bijdragen~ die aan (Ic1c3) voldoenc We kunnen nu de 
zaak omdraaien en uitgaande van een punt Q op de baan 0 de punten P constru= 
eren, waarvoor Q het punt van stationaire fase is van de integraalo De 




In punt Q is t 
( ) 
bekend, evenals c, zodat (Ic1o3) alle punten P geeft in 
poolcoordinaten toOoVo punt Q, dcWcZc ze liggen op de in figo 2 getekende 
cirkelo We zien hieruit dat het gehele golfpatroon (uit de hier beschouwde 
benadering) binnen 2 rechte lijnen blijft (ind,ien c = constant) bepaald door 
1 # 4 ct 1 
sin a=---== - (a= 19°28 1 )0Indien c # constant zullen we iopavo de rechte 
C 3 # 3 4 ct 
lijnen de omhullenden van2.de door (Io 1 c3) bepaalde cirkels verkrijgeno Orn tot 
een karakteristiek van het golfpatroon te komen~ zu.llen we nu als laatste de 
lijnen van constante fase bepalenc De coordinaten van punt P(xiy) (figo 1) 
bedragen: 
* X = ct r cos e 
y - r sin ea 
7 
2 #2 
Stellen we a = c 2; dan vinden we mobovo (Io 1 o3) g 
* ct = a cos e 
1 2 
r = - a cos 60 2 
Substitueren we dit dan vinden we de lijnen van constante fase in para= 
metervorm 
x = ½ (2 cos e - cos3 e) 
a 2 y = - - cos 9 sin 0o 2 
Beschouwen we deze lijnen in een figuur (figo 3) dan zien we het optreden 
van 2 soorten golven: een divergerend en een trarsversaal systeemo Boven-





Opgemerkt zij nog dat deze schets een bijzonder nauwgezette overeenkomst 
vertoont met de werkelijkheidc 
"· 2o Historisch overzicht 
In de loop der jaren hebben verschillende auteurs gepoogd een betere 
asymptotische benadering~ dan met de methode van de stationaire fase moge-
lijk is 0 te verkrijgen voor de oppervlakteverstoring in een punt~ mee-
bewegend met de drukverstoringo We zullen in het kort de resultaten bespre= 
ken van: Lambi Hogner 0 Peters 1 Ursell en als voorbeeld van een meer moder= 
ne aanpak Timmano Anderen die er aan gewerkt hebben zijn Ooao Hoff en 
Havelocko Rest nog te vermelden dat het Peters (1949) mobovc de ~~~pe-sct,,=detScent 
8 
methode voor het eerst gelukt is een volledige asymptotische ontwikkeling 




Lamb gaat uit van het in (Io1) gestelde probleem de oppervlakte 
verstoring te bepalen togovo een in de oorsprong geconcentreerde 1 instantane 
drukverstoringo Als oplossing voor de snelheidspotentiaal wordt gevondeng 
In de behandeling van het 2-dimensionale geval voert hij een wrijvings= 
factor m in 9 in de bepaling van~ voor een bewe~ende drukverstorin~o 
Zou hij hier op analoge wijze de wrijvin~sfactor m hebben ingevoerd dan 
zou hij voor de snelheidspotentiaal van een bewegende drukverstoring 
verkregen hebben (in meebewegende coordinaten)g 
Bovenstaande ~ kan door een transformatie overgevoerd warden in de oplos-
sing die Peters voor de snelheidspotentiaal vindt (Peters pago 137)0 Er zij 
wel opgemerkt dat men voor het doen slagen van deze transformatie de factor 
m nodig hee:rt, hoewel deze niet nodig is voor convergentie van de integraalo 
b. Hogner 
Hogner gebruikt bovenstaande wrijvingscoefficient m nieto Ook hij gaat 
uit van het in (Io1) gestelde probleemo Door invoering van nieuwe coordi= 
naten (~ 9y,z) met~= x-ct gaat hij direct over op het probleem een snel= 
heidspotentiaal ~(~ 9y 8z) te bepalen 9 in geval van een met snelheid ~ bewe= 
gende drukverstoring, waarbij ~ dus de meebewegende coordinaat iso Het nu 
stationaire probleem isi 
lHt> = 0 
C • + ell) 
oz z=O 
9 
- (-2.t.) met n - C l}~ o 
·.· <1> z=O 
Rogne~ beschouwt in het bijzonder het geyal dat de drukverstoring over 
een eindig gebied S gedefinieerd is en komt dan tot g 
De uitdrultkingen, die Hegner mobovo bovenstaande afleidt in een omgeving 
van de kritieke lijnen 6 blijken van vorm te veranderen indien men 6 
C C 
passeert ( 'V'glo ( 82) en ( 83) bladz o 40) o We gens de gecompliceerdheid van de 




Peters gaat direct van een stationair probleem uit o Hi., beschouwt het 
in (I.1) gedefinieerde assenstelsel en neemt aan dat het water zich met 
constante snelheid c beweegt in de richting van de positieve x-asc Als 
snelheidspotentiaal neemt hijg 4>0 (x 9y,z) = <P(x,y,z) - cxo Indaen zich nu 
een in de oorsprong geconcentree~de oppervlakte drukverstoring bevindt 
dan is het ·probleemi een <I> te vinden zodat~ 
z > 0 
p + n - c4> = o X X 
4> + en = o Z . X z = 0 
terwijl voor z = "", 4> uiteraard nul moet zijno De uitdrukking welke hij 
z 
voor qi(x > 10) vindt 9 valt uiteen in 4># en 4>## 9 waarbij <j><#(x > 0) = <j>(x < O)o 
10 
~## = consto J000 exp{=½ 0 cos 2h f} cos2ii i cos(-¼ sinh p)cos(~ cosh ~)dpo C 2c C 
De hieruit volgende oppervlakte verstoring bedraagt,g 
iR sin 6 [cot 6 cosh p = ~sinh 2p""] 3 
e cos hp dpo 
MobcVo de zadelpuntsmethode kunnen we hieruit in de verschillende gebieden 
achter de drukverstoring de oppervlakteverstoring bepaleno Peters doet dit 
(pago 143 eovo), maar er blijven twee problemen over, waarvoor Peters geen 
juiste oplossing weet aan te geven 0 nlo in de buurt van de kritieke 
lijnen gedefinieerd door cot2 6 8 = 0 en langs de positieve x=aso De 
oplossing hiervoor is door Ursell gegeveno 
do Ursell 
Ursell gaat uit van de door Peters gegeven integraal voorstelling en 
beschouwt in het bijzonder de gebieden om 6 = 0 (waar 6 en z klein zijn) 
en 6 = 6 o Hij schrijft de door Peters gevonden uitdrukking in de juiste 
C 
vorm: 
~ Joo n = constoimo lim 
z-+0 _oo 
Ursell toont aan dat de limieten die we verkrijgen 0 door e = 0 resp, e > 0 
te nemen, en vervolgens een integratieweg te kiezeni zodat de integrand hier= 
langs naar nul gaat voor we z ~ 0 laten gaan (zadelpuntsweg) niet uniform 
zijno Vervolgens leidt hij moboVo de methode van Chester~ Friedman en Ursell 
-een uitdrukking af voor y geldig in een kleine omgeving vane in termen C 
van Airy',hfi.lncities o · 
11 
e. Timman 
Timman hee:f't voor het ee~st bij de beschrijiing van de drukversto~ 
ring gebruik gemaak~ van de ~-functie en de eigenschappen hiervano Hij 
komt tot een uitdrukking voor de snelheidspotentiaalg 
= consto f"" J"" exp[-i(px+gy)-z v";2+q2J ip dp dq 
_.., _.., 2 .~ 
p = vp-+q-
(waarin c = 1 gesteld is (evenals bij Peters en Ursell)) 
waarmee hij niet verder komt dan een benadering domovo stationaire fase 
methode. 
Alvorens dit gedeelte af te sluiten willen we nog vermelden dat de arti-
kelen van Peters 9 waarin hij tot bovengenoemde enkelvoudige integraal 
komt en speciaal dat van Hogner 0 vrij ingewikkeld en lang zijno 
Het doel dat we ons in de volgende bladzijden stellen is een eenvoudiger 
afleiding te geven van de door Peters gevonden integraal doWoZo in het 
geval van het stationaire schipgolfprobleem in water van oneindige diepte 
en bovendien te trachten deze methode toe te passen in het geval van het 




II. Stationair schipgolfl)robleem 
1o Wat~r van oneindige diepte 
Het probleem in (Io1) was de oppervlakte verstoring te bepalen 
togovo een in de oorsprong van een orthogonaal (x,y,z) coordinaten-
stelsel geconcentreerde instantane drukverstoring en kon aovo warden 
weergegeveng 
X 
l.l~ = 0 z > 0 
1i1 = lt 
at az z = 0 
z 
n = ¾£, - o(x,y)o(t) 
De oppervlakt e verstoring tog o Vo een drukverstoring op t = t * en x = ct# 
#' * bedraagt 0 indien t' = t = t en x' = x - ct g 
in oorspronkelijke coordinaten uitgeschreven: 
De oppervlakte verstoring op tijdstip t~ als de drukverstoring van x = 0 
naar x = ct gegaan is 9 bedraagt: 
1 . ft * f"" --"z ( '{( *)2 2) . ( #)' r 3/2 n = = 2n ;~ O dt O e Jo-" X=Ct +y sin t-t VA A dAc 
13 
Invoering van de meebewegende coordinaat x 1 door te stellenz 
x = x' + ct geeftg 
n = _,1_ lim ft du f000 e->..zJ0 (>..V(x 1 +cu) 2~y2 )sin uv;. >.. 312d>.. 2
,r z-+0 0 
waarin: u = t - t*o Hiermee hebben we dus de niet~stationaire toestand 
gevonden in het meebewegende coordinatenstelselo De stationaire toestand 
volgt hieruit voor t + 00 : 
(n.1.1) 
waarin we het accent verder zullen weglaten. Er geldt verderg 
H( 1)(r) = Jo(r) + iY(r) 0 
H( 2 )(r) 
= J0 (r) - iY(r) 0 
waarin: 1 f 
--1Tl. L. 
w1 -w 1 





Veronderstellen we vercter: Rei~= x + iy en schrijven we w1 = w + i~ 
dan warden de integratie wegen in het w-vlak over een afstand ~ in de 







Uit bovenstaande volgt nu dusg H(i)(Vx2+y2) = 1. f e-x sh w - iy ch wdw 
0 TfJ. * L. 
J. 
waarmee (IIo1o1) met weglating van constanten overgaat ini 
(IIo1o2) n = lim Imo fm du Im e-AZ f e-A{x+cu)shw-iAychwsin u~ A312dAdWo 
z-+0 0 0 L. 
J. 
-Re~Acu sh w De voorwaarde voor w = p + iq opdat e naar nul ~aat als u ~ m 
isg 
p < 0 
(II.1o3) 
p > 0 
n/2 < q < 3n/2 
-3n/2 < q < -n/2 
-n/2 < q < Tr/2o 
Daar O ! ~<Tr (waaruit we zien dat voor ~=Tr doWoZo op de baan achter 
het drukpunt de integraal divergeert) 1 zien we dat integratie over de u 
uitgevoerd kan worden 9 daar de doorsnede van de stroken (IIo1o3) met die, 
waarin L. gedefinieerd is, niet leeg is (behalve als ~ = 1r) 8 zodat con= J. 
vergentie van de integratie langs L. verzekerd blijfto 
J. 
De enige punten die uitgesloten moeten worden zijn (0 9n/2) en (0 9=1r/2) 3 
daar hierg 
Im -A cu sh w. \~ d e sin uyA u 
0 
niet convergeerto 
We nemen hiertoe de Cauchy-hoofdwaarde van de integraal langs L. met 
i 
betrekking tot deze punteno Uitvoering van bovenstaande integratie geeftg 
Im -A cu sh w . ,r::" ,, ,, Im -u,(Ac sh w-i"~)d ''fA 0 e sin u y A du = Im O e V A u = 
c2A 2sh2w+A 
waarmee (IIo1o2) overgaat in: 
{!Io 1 o4) • Im -AZ J n = lim Im e A dA 





Met betrekking tot (II.1.4) nog de volgende opmerkingo Hier staat eigen-
lijk~ 
e->..z,. d>.. I00o f L 1 
waar f(w) alleen gedefinieerd is in de door (Ile 1o3) gegeven strokeno 
Het is nu echter mogelijk om f(w) buiten deze stroken analytisch voort 
te zetten. 
Het is nu mogelijk twee gevallen te onderscheiden moboto de oppervlakte= 
verstoring ~l. voor of achter de drukverstoringo We zullen nu aan de hand 





achter I voor 
uk I • dr vel\storing 
We beschouwen in het bijzonder de oppervlakte verstoringen in punten Pen 
P1 die elkaars spiegelbeeld zijn toOoVo de lijn Fen we zullen beginnen met 
de toestand voor het schip. 
X > 0 0 < cp ~ rr/2. 
De oppervlakte verstoring kan in dit geval beschreven worden als (c = 1): 




1.sh w + 1 
dw 
waarin dus x = R cos <P, y = R sin <Pen L. in de vakken (IIo1o3)o 
l 
Het zadelpunt volgt uit ch(w0+icp) = 0 en de zadelpuntsweg uit 
Im.sh(w+icp) = Im.sh(w0+icp). Indien we zadelpunt (Os=rr/2=$) nemen, krijgen 
we als "steepest descerl-e' wea. (L~) 
ch p sin(q + t) = - 1 
waaruit blijkt dat de intea.ratie wea. 11 tot 17 herleid kan wordent mits we 
de tussenliggende polen in aanmerking nemeno 




;r / 2=<P 
0 
=iT/2 
=iT / 2=4> 
D " h2 1 h i e polen warden gevonden uit: AS w + 1 = o, s w =+-=en liggen voor: 
- \/7. 
<A~~ op de imaginaire as 
op de reele as o 
Deze ligging suggereert een splitsing van de integraal (IIo1o5) in J~ dA 
en J7 dAo Alvorens tot berekeningen over te gaan zullen we de toestand 
achter de drukverstoring bekijkeno 
X < 0 'lT/2 ~ cp' < '1T 
We vinden hier een analoge situatie, met dit verschil dat nu (IIo1o5) 
overgaat in: 
I: -AZ J 1. =ARsh(w+iij>v) (IIo1o6) lim Imo dA e n = e >-. dw 2 z~ Ash w+1 
J. 
waarin X = R cos cp ! t y = R sin <P ! en Lo 
J. 
in vakken (IIo1o3)o Het zadelpunt 
en de "steepest de~e_nt'' werr, zijn op bovenstaande wijze te verkrijgeno Be= 
denken we echter dat <f, 1 = ;r = <P dan is =AR sh(w+icp 1 ) = AR sh(w=i<P) en ge= 
bruiken we zadelpunt (O~-;r/2+cp) dan vinden weals lfsteepestdescent11 weg 






Ook hier gaan we de integratie in (IIo1o6) splitsen in f6 dA en f~ dAo 
Het is nu overzichtelijk deze beide toestanden in een enkele figuur te 
schetsen. Bovendien blijkt dat 1 wanneer we de contour-integralen willen 
kwijt raken, we het verschil van ~(x < 0) en n(x > 0) moeten nemeno 
rr/2 
0 
ch p = - ,i, 
cos 'I' 
Uit de figuur volgt: 
IL - IL# = 21ri R2 waar R2 residu is tcfi;oVo een 
2 2 pool in shw = + 2-
- vr 
IL - IL# = -2rri R,o 
' 1 1 
18 
We vinden nm 
ij(X < 0) - tt(X > 0) 
wat te schrijven is als: 
# 
11 = lim Imo 
z-+-0 re+ IJ 
I =A.Rsh(w+icj>) 
- e dw 1 o 
# 2 J 
L1 >.sh w+i 
Door invoering van de Ha,nkelfuncties en bovenstaande procedure hebben we 
een zekere asymmetrie toOoVo cj> in de formules gebrachto We moeten nu dat 
gedeelte van de oplossing nemen~ waarvoor geldt ':n(c/>) = ~{-c/>)o Nadere bere= 
kening leert dat de laatste twee integralen juist aan elkaar gelijk zijno 
Er geldt nlo: 
J =ARsh(w+icj>) # _e_,......._2,,.,..,-==- dw 
L1 >..sh w+1 
= 
# # 
waar L3 de gespiegelde is van 12 toOoVo q = =n/2+cj>o 
Verder leert een eenvoudige berekening dat voor O <A< 1 de residu-bij= 
dragen togovo polen op de reele as eveneens tegen elkaar wegvallen~ zodat 
we nu het geval zullen beschouwen dat 1 < >-,::, ""o Bij de deformatie van 
L2 tot 1; krijgen wet daar de polen zich in shw0 = ! \~ bevinden 




iR v-;:'{cos cf> - V >. -metals uitkomst: 2tr e >. 1 sin cj>) yr::, e d 
analoge wijze bedraagt het • . -i Op residu in shw0 = ~ 
-2tr 0 >. iR vrc-cos cf> - V>- - r sin cj>) 0 e 0 ~ 
De bijdragen bij het overvoeren van 12 in 1; zijn respog 
en 
I l . Joo >. ->-z iR \/f{cos cf> - sin cf> \[i::i)d' m. im \r:--:' 0 e e I\ 









). e -AZ e -iR ~{ cos cf> + sin cf> y-;:::,) d). = 
~ 
# 
waar de laatste term juist de bijdrage is bij de deformatie van 11 in 11 , 
zodat optel~en gee:f't: 
2 lim f00 A e-).z {sin(R cos cf> yr)cos(R sin cf> y7~)}d~ 
z-+O 1 y:-;;:; 
waar gebruik is p;emaakt van het feit dat moet p;elden n~(cj>) = n*(-cf>)o 
'2 Substitutie van).= cosh, p gee:f'tg 
~* = 2 lim J00 e-z cos2ii P {sin(R cos cf> ch p)cos(R sin$ ~sh2p)}cos3hp dpo 
z-+O 0 
Daar dit een even funttie is, vinden we hieruit de intep;raaluitdrukking van 
Peters: 
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I.., -z cos 2h p+iR sin rp 1ctg rp cosh p=;sinh 2p7 = lim Imo e ~ 3 ~ cos hp dpo 
z-+O =.., 
Om een oplossing te verkrijgen~ kunnen we pals een complexe variabele 
beschouwen, "steepest cl~~enf'" wegen beschouwen © waar de lim z -,j,, 0 niet ·~ 
voor nodig is I en vervolgens trachten ( II o 1 o 7) tot deze II steepest die:snerit vi 
wegen te herleideno De vergelijking is op deze wijze opgelost door Peters 
en Ursello 
2o Wa~er v~n eindige die~t~ 
Tot nu toe hebben we water van oneindige diepte beschouwd~ terwijl 
we hier zullen trachten een vergelijking® analoog aan (IIo1o7), af te 
leiden, indien we water van een eindige diepte h veronderstelleno We gaan 
weer uit van het in hoofdstuk. I beschouwde probleem~ waarbi.1 we nu LPoVo 





De Laplace getransforrneerde uitgangs~ 
vergelijkingen waren: 
t."¢ = 0 
SJl = ";z (z = o) 
met de nieuwe randvoorwaarde rpz = 0 
z = ho 
Lassen we dit elementair op volgens scheiding van variabelen: 
- 0 
r 
1 = f(z)g(r) dan vinden we g 
1 . ( · 2 g"(r) + ~ • gv r) + A g(r) = 0 8 g(r) = J 0 (Ar) 
f"(z) = A2r(z) waar bovendien voldaan moet wor= 
den aan: f 1 (h) = Oo 
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We vinden: 
f(z) = cosh -A(z-h)o 
We kunnen nu als oplossing schrijven: ';=I: cosh=A(z-h)f(Xis)J0 (Ar)dX 
waar f(A,s) door de ranc'hroorwaarden van het vrije oppervlak bepaald 
- 2-:- o(r) 
wordt, nlo ~z = s ~ - s 2TI voor z = Oo 
Uitwerking geef't: 




2 2,rcosh Ah 
s cosh Ah+gA sinh Ah 
Hieruit volgt voor de snelheidspotentiaal: 







s +Xg tanh Ah 
De oppervlakte verstoring togovo een bewegende drukverstoring 1s, volgens 
de in ( II o 1 ) gevolgde procedure 3 in het stationaire geval g 
(IIo2o2) n =~!~I: du I: co~~s~(~~z) J 0 (AV(x+cu) 2+y2 ' 0 x312Vtanh Ah 
sin(u,VAg tanh Ah)dAo 
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We gaan wederom over op de reeds ingevoerde Hankelfunctieso Daar 
cosh A(h-z) . h l =AZ · 
cosh Ah zic as e gedraagt voor kleine waarden van Zi zullen 
we de laatste gebruiken iovamo de vlottere schrijfwijzeo Door invoering 
van de Ha.nkelfuncties gaat (IIo2a2) over in: 








Om tot integratie over de u te kom:en 9 moeten we w weer beperken tot de in 
(IIo 1) genoemde vakken 0 terwijl we mo bot a 'de punten (O~rr/2), (O,-rr/2) 
weer de Cauchy-hoofdwaarde moeten nemen yan de integratie langs L.o Inte-
l. 
gratie gee ft g 
Jex, A ushw du I(X)o =u( Acshw~i \{>..g tanh >..h' 0 e-c sin(uVAgtanhAh0 ) ="im" e du= 
V At:, tanh Ah 11 
2 2 2 
c A sh w+>..g tanh Ah 
Hiermee gaat {IIa2o3) over in: 
(IIo2a4) ->..xshw-iyAchw t h _h e an A d 2 2 We 
c ;..sh w+g tanh Ah 
We kunnen in dit verband nog opmerken dat lim tanh >..h = 
gelijken met (IIo1o4)o 
en (IIc2o4) ver= 
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Het zal zinvol blijken te zijn drie gevallen te onderscheideng 
2 
ao .!:.,. < 1 gh 
c2 
bo - = 1 lgh 
Door Havelock zijn deze drie gevallen mobovo de methode van de statio= 
naire fase onderzocht 9 waarbij hij tot de volgende conclusies kwamg 
c2 
- < 1o gh Algemene golfpatroon nadert tot dat van water van onein-
dige diepte 9 terwijl de hoek waarbinnen de verstoring in 
2 
eerste benadering blijft groter is dan in geval van on-
eindig diep watero 
ih· > 1o Systeem van transversale golven treedt niet meer opo 
c2 gh = 1 o Geen resultaten met de methode van de stationa.ir.e.:'faseo 
Het blijkt dat in dit geval het probleem niet juist gesteld 
iso Het lineariseren der randvoorwaarden was gebaseerd op 
het feit dat de oppervlakte verstoring klein waso Dit nu 
. . al 2 h . ' . 
·· gel:dt: nttet s c = g , Di t geval zal dus met niet-line-
aire randvoorwaarden opgelost moeten wordeno 
In het volgende zullen we de twee eerste gevallen onderzoeken en proberen 
een vergelijking voor de oppervlakte verstoring af te leiden» analoo~ 
aan die in het geval van water van oneindige diepte, waarmee dan in prin-
cipe de gehele asymptotische reeks gegeven zou zijno 
2 
ao .s.,_ < 1 gh o 
We gaan uit van (IIo2o4) en schrijveng 
Joo . -AZ n = lim Imo e dA 
z-+-0 0 
1 + _L)(g. shw _ ,.i-_) 
Ah 'vx g Ytanh Ah. ~ 
dWo 
Polen bevinden zich ini 





We kunnen analoog aan het geval van oneindig diep water~ de "steepest 
descem!' wegen overeenkomend met de toestanden voor of achter de druk= 






/ - y .,...__ - - -- -='lT/2-ip 
' 
' 
We onderzoeken voor welke waarde van A de polen van reele op imaginai= 
re as overgaan en noemen deze waarde A0 c We gaan dan de integratie 
. . J~o ' Joo . . splitsen in O di\ en A dAo Ook hier leert een nadere beschouwing~ dat 
JO 
bij bepaling van .. n = :n'x < 0) - .n(x > O)s de residu bijdragen togoVo 
de polen op de reele as te~en elkaar wegvallen~ evenals de zadelpunts= 
bijdragen 1 zodat we residu bijdragen togcva polen op de ima~inaire as 
overhoudeno Voor polen op de imaginaire as geldti daar: 
shw = + J. 




zodat "o ah, tanh Ah _ 1 bepaald wordt door 2 , Ah - •~ waar we uiteraard de nul= 
oplossing moeten 
shw = + i ~ 0 - 2 C 
.,, .. u.:.;.· ;.,x'· 
C 
uitsluitenc Bepalen we allereerst het residu in 
tanh Ah 4 Ah , wat bedraagt: 
25 
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dan vinden we als totale 0ijdrage, analoog aan (Io~) i 
cosO..R sin qi y1 -~ t~~h}dAc 
C 
{;>..R cos "' 'l,s!:, ~-
't' V 2 :Xh } 
C 
c2 Ah 2 We substitueren hiering gh thAh = cosn p waarmee (IIo2o5) overgaat ing 
2 lim 
z➔O 
Jooo -e--"""ll"~c_2_• -----sinh p cos 2h p tanh Ah sin{R cos qi chp ~ thAh} 
C 
cos{R sin qi sinh p cash~ tanh )..h}~ dp 
c dp 
waarin: (tanh Ah) 2 dA dp = 2 cash p sinh p 
tanh ~ 2 2 Ah - 2 cos hp th Ah(1~tan h Ah) 
C 




cos h 2P thAh g iR tanh Ah ~ sin cj>{ctgqichp=~sinh2p} 
C e C 
tanh Ah 
rrh 2 2 dpo 
- 2 cos h p tanh Ah( 1 = tan h Ah) 
C 
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waarin A impliciet gegeven is door 
We merken op dat voor h-+- co (IIo2o6) overgaat in (IIo1o7)o Schrijven we 
A= A0 (p) + A1(h 8p) met!: A1(h 0p) = 0 dan blijkt A0 (p) =, cos¾ p~ 
· · ' (h ) · ,, k ft. c:osh. b terwJ.Jl /\ 1 ,P geapproximeerd an worden door Z -===~ .....,i wat gesu = 
c ,.i.e2hcosn p 
stitueerd in (IIo2o6) de gehele asymptotische reeks geefto 
We hadden gevondeni 
Joo . -AZ n = l1m Im e 
z-+-0 0 
. . h ,\ f;h tanh Ah . h . . 
wa.ar we de polen vinden uit: s w = ,! J.VY = Ah o Daar zic in d1.t geval 
C 
geen polen op de reele as bevinden, krijgen we hier iopoVo (IIa2o5): 
(IL2o 7) 
cos{AR sin qi ~1 = ~ t~~ Ah"} dA 0 
C 
2 
C In de figuur is duidelijk te z1.en~ dat als,ifi voldoende groot ist de op= 
pervlakte verstoring voor de drukverstoring slechts nog bestaat uit de 
zadelpuntsbijdrage langs L~o Het blijkt bovendien dat invoering van cos 2h p~ 
zoals boven is gedaan, hier weinig zin heefto 
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Ind~en wee-AZ aanpassen ~s d O t d f t 0 k  • e in egran een even unc ie en unnen 
we schrijven~ 






waarmee de uitdru.kking voor de oppervlakte verstoringt indien ~ > 1~ gh 
herleid is tot een enkelvoudige integraal 8 waarop eventueel de zadel= 
puntsmethode toegepast kan worden, indien (IIo2o8) herleid kan worden 
tot de "steepest @~.rt-f' weg~ bepaald door A{cos cp 1m ~ -,_...,_..,__ _______ ----. 2 Ah 
\r:1 _ .fm ~}'. C 
- sin cp V 1 2 Ah o 
C 
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IIIo Niet-stationair schip•golfpl:0b.J.eem 
1o Water van oneindige diepte. 
De niet=stationaire uitdrukking voor de oppervla.kte=verstoring in 
meebewegende coordinaten bedroegg 
Invoering van de Hankel:functies geeftg 
n = lim Im ft du fm e=AZ I ij=A(x+cu)shw=iAychwsin ufi A3/2dA dw 
z-+O O O Li 
zodat het verschil met de stationaire toestand bedraagtg 
We voeren in (IIIo1o1) integratie uit over de u en vinden~ daarg 
Jmt -Acushw . ,~ ''° 11 Jm -u{ Acshw=i \/!) d e sin u VA= im e u = 
t 
e -t ACShW ~ cos t fi + ACShW sin t fi. 
A2c2sh2w+A 
dat (IIIo1o1) overgaat ing 
=tACShW-AXShw-iyAchw 
e 
( v;. cos t V1 + ACShW sin t V1) dA dw 
Ac2sh2w+1 
waar L. weer de bekende integ~atie wegen zijn uit I~ terwijl we bovendien 
i 
weer de Cauchy-hoofdwaarde moeten nemeno We beschouwen de toestand achter 
de drukverstorin~, waarbij we moeten bedenken dat x < ct en nemen als in= 
tegratieweg in (IIIo1o2) L1o Voor x < 0 gaat (IIIo1o2) overing 
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( ) f= -AZ ,3/2 d' f e-Ashw(ct-x)-iyAchw IIIo1o3 lim Im e A A 
z-+O O L. 
• • J. 
( 'fi. cos t 'f>. + Acshw sin t ~) dw o 
Ac2sh2w+1 
Tr/2 
We gaan in (IIIo1o3) de integratie la.ngs L1 vervangen door integratie 
langs L~1 waarbij we de.n uiteraard rekening moeten houden me~ de gepas-
seerde polen 9 zowel op de reele als imaginaire aso Schrijven we ct - x = 
A cost, y = A sin t dan vinden we het zadelpunt uit ~ (sh(w0+it)) = O 
(w0 = 0 0-,r/2-t) en "steepest cl.El®.eml' weg uitg Im sh(w + it) = Im sh(w0 + it)o 
We veronderstellen dat de bijdragen togovo polen op de reele as en ~'stee= 
pest cl~Et,q~JU!' weg L~ verwaarloosbaar zijn bij die togovo polen op de imagi= 
naire as. Residu togcvo pobl•op de imaginaire as bedraagtg 
zodat deze term geschreven ka.n worden alsi 




os2 -AZ n = lim Im e 
z-+O 
A 8 iR'[r(cos ~ + ½-1 sin 4>) dA 
~ 
R sin p 2 
waarin t = arctg ct_ R cos~. Invoering van A= ch p 0 met de voorwaarde 
~t n~(~) = ~*(-~) doet (Irr.1.4) overgaan in: 
Po ~ 
n~ = lim f e-cos P zcos~p cos{~Rsin 
z-+O 0 
(III.1.5) $ sinh 2p}sin{Rcos ~coshp}dp 
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wa.arin p0 gevonden wordt uitg c:osh p0 = ~o~ ~o Daar de integrand een 
even functie. is 0 ga.a.t (IIIo 1 o5) na substitutie van p = p0 tanh q 
over in: 
(III o 1 o9) ,i~ = lim Im Ice 
z-+O _.., 
· 2-( t--i.. ) p0cos\(p0tanh q), 
=cosn Po Cl,U.!..! q z _,,.==="""""=== e 2 
c hq 
iRsin 4>\C'tqcl>ch(p0thg.)=hh2(p0t:qg)} e dqo 
Op ana.loge wijze kan men een uitdrukking afleiden voor de oppervlak= 
te=verstoring voor de drukverstoringo In dat geva.1 zullen we vindem 
t = a.rct ..JL.,,.,,, o 
ct+x 
2o Water van eindise die~te 
We zullen in bet kort na.gaa.n water zal gebeuren~ wanneer we boven= 
staand procede toepassen op vergelijkingen 0 waarin de diepte van bet water 
h gesteld iso Analoog a.an (IIIo1o2) vinden we hierg 
(IIIo2o1) n* = lim Im Jee e=AZ >..1/2 I e=tAcshw=>..xshw-iy>-cbw if'g ta.nh A~ 
z-+O O L1 
cos t V>..s tbi\h 0 g th>..h + sin t V i\g thAh ,Acshw 
2 2 AC sh w + g tanh Xh 
We zullen hier weer de 2 gevallen uit (II) onderscheideno 
c2 
8.o iii' < 1 o 
Dit geval kan analoog behandeld wordeno We krijgen hie2 alleen de 
, • ( ) , , . , • c Ah heid ui t II terug 0 dat I\ 1mpl1c:i.et gegeven is door ~ tanhlli = 
moeilijk= 
cos~ po 
De oplossing zal dus zeer veel gelijken op (IIIo1o6) met dezelfde moeilijk= 
heid die optrad in (IIo2o7)o 
n.WdA·o 
In dit ~eva.l za.1 de situati7 heel anders zijno In (II) hebben we gezien 
dat indien ~ groot genoeg is~ de opperv18!,te verstoring voor het schip slechts 
gelijk was a.an de za.delpuntsbijdrage van L1 o Men zal bier een identieke situa= 
tie verkrijgen 11 zoda.t it* bij bena.dering gelijk zal zijn aan de zadelpuntsbij dra= 
ge 0 zoa.ls 1n (IIIo1) beschreven iso 
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IVo Appendix 
In het voorgaande is de snelheid c steeds constant veronderstelde 
De zaak wordt interessanter 0 wanneer we niet-constante snelheden c(t) 
gaan beschouweno We zullen ons beperken tot het geval van water van on= 
eindige diepte 0 terwijl de toestand uiteraard niet stationair iso We 
kunnen hier analoog aan (IIo1o1) een uitdrukking afleiden voor de opper= 
vlakte verstoring 8 waarvoor we vindeng 
waarin x de meebewegende coordinaat iso De stationaire toestand vinden we 
(indien deze bestaat) voor t ~ =® zodat we ons allereerst beperken tot snel= 
heden c(t) 0 waarvoor geldt c(O) = 0 en lim c(t) = c (monotoon stijgend)o Daar 
t~ 
zelfs deze klasse va:n snelheder. grote moeili,ikheden opleyert ~ zullen we hie:r 
volstaa..n met een ruwe schets van een eventueel te volgen methodeo We volgen 
de procedure uit (II) i zi,i het in iets gewi.izigde vormo Het iiJ.voeren van de 
He.nkelfuncties levert hier de int~gratie 
(IVo2) 
Daar in het algemeen van de functie c(t) de primitieve functie c(t) wel te 
vinden is 9 gaat (IV.2) overing 
"I II =AShwc(t )+it \h, ft AShwc(t ~)=it# VA # 
m e e dt o 
0 
Veronderstellen we dat de laatste integratie een oplossing heeft van de vorm 
1.shwc(t)=itV). 
e 
dan krijgen we twee termen 0 waarvan de eerste (die in het geval van een con= 
stante snelheid de stationaire oplossing geeft) bedraagt: 
terwijl de tweede isg 
g(o.>.,aliw} "Im" 
->.shwc(t) + it fl 
e 
en dus voor grote waarden van t naa.r nul gaat o Vgl.o (IV) · gut nu over ing 
.· 'z-· ~ ,3{.[, - 40, 
waar men de polen bepaalt uit g(). 9shw9t) • O respo g = 0 en L gaat defor= 
meren tot een "steepest cleacu-e wego We verwachten vervolg~s in de enkel= 
voudige integraa.1 11 die we op deze wijzehopen te verkrijgen en waarop we 
na deform.a~ie de zadelpuntsmethode zullen toepassen; voor het samenvallen 
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n = - - P -n = - + P at at 
zodat (j) op pago 4 voorzien moet worden van min-tekeno 
00 00 
pag. 4 j o(r) dr 21rr moet zijn f r ~~~) J0(Ar)dr 
0 0 
pago 12 zie pago 3 
pago 20 zie pago 3 
pag. 32 r moet zijn Ro 

